Funciones de varias variables

1. Conceptos elementales

Funciones IR" — IR™. Definicién

Una funcién f (también f o f): A € R" — IR™ es una aplicacién que a cada x

(también T o ) € A C IR" le hace corresponder y (también ¢ o 3) € IR™.

Observaciones:

a) Si m = 1 se le denomina funcién escalar y se denota por f y si m > 1

funcién vectorial y se denota por f.
b) Sin=m =1, f es una funcién escalar de variable escalar.
c) Sin>1ym=1, f es una funcién escalar de variable vectorial.
d) Sin=1y m > 1, f es una funcién vectorial de variable escalar.

e) Sin>1ym>1,f es una funcién vectorial de variable vectorial.
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Notacion:

a) x = (x1,...,2,), ¥ = (Y1,...,Ym) donde z;, y; € Rparai =1,...,ny

b) f = (f1,...,fm) donde f; : R — IR para i = 1,...,m son las funciones

componentes, y
f(x)="f(z1,...,2,) = (fi(z1, ..., 20), o, fr(@1, .o, 20))
= (fl(x>7' . 7fm(x)) =Yy = (yla' .. aym)

c¢) Para funciones escalares la notacién es f(xq,...,2,) o f(x) si la variable es

vectorial y f(z) si la variable es escalar.

Dominio de una funcion. Definicion

El dominio de una funcién f : IR" — IR™ se denota por Domf y sera, salvo
indicacién en contra, el subconjunto de IR" para el que tenga sentido el calculo de

las expresiones que definen dicha funcién. Por tanto

Domf = {x € R"/3f(x) € R™}.

El dominio de una funcién vectorial es la interseccion de los dominios de las

funciones componentes.

Imagen de una funcién. Definicion

Sea f : IR" — IR™, la imagen de f se denota por Imf y se define como

Imf={yeR"/3Ix € R" con f(x) =y}.

En el resto del capitulo nos centraremos en las funciones escalares de variable

vectorial, especialmente de dos variables por su interpretacion geométrica.
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2. Derivadas parciales y direccionales de funciones

escalares. Vector gradiente

Derivada parcial en un punto. Definicién

Sea f:ACR"— Rya=(a,...,a,) € ;1 Se define la derivada parcial i-ésima

en a, y se denota por f, (a), D,, f(a) o %(a), como

af o . f(ala"waiflaai+haai+17"'7an)_f(a)
_ hmf<a+hei)_f(a)’
h—0 h

donde e; es un vector de ceros con un uno en el lugar i-ésimo, es decir, e; =

i)
(0,0,...,0,1,0,...,0).

Observaciones:

a) En el caso particular n = 2 las derivadas parciales en el punto a = (o, yo)

son:
of o f@o 4 hoyo) — flo, yo)
%(3707 Yo) = }1111)1[1) h
of o f@oesyo +h) — fl2o, y0)
@(x07 Yo) = }llg[l) A

b) La derivada parcial en un punto de una funcién de varias variables es la
derivada de la funcién de una variable, obtenida haciendo constante todas
las variables menos una. Por tanto se pueden aplicar las reglas de derivacion

para funciones de una variable.

c¢) Las derivadas parciales en el punto (g, o) de la funcién z = f(z,y) represen-
tan la pendiente de las curvas interseccién de la superficie z = f(x,y) con los

planos y = yo vy * = x¢, respectivamente.
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i (Xgs Vs Z0)

Plano: y» =y, Plano: x = x,
Derivada direccional en un punto. Definicién

Sea f:ACR"— Rya €A. Sea v € IR" con ||v]| = 1. La derivada direccional
de f, en la direccién del vector v, en el punto a, se denota por Dy f(a) y se define

CO1mo

Do) = iy 0 2) = S0

Observaciones:

a) La derivada direccional indica la variacién de la funcién en la direccién de v.

b) Las derivadas parciales son derivadas direccionales respecto a los vectores de

la base canonica.

c) Si el vector v no es unitario se puede hablar de derivada en la direccién de v

refiriendose a D v .
Il

d) Una funcién puede tener derivadas direccionales o parciales o ambas y no ser

continua en el punto.
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Funcion derivada parcial. Definicién

Sea f: AC IR" — IR. La funcién derivada parcial i-ésima, denotada por f,,, D,. f

of

0 Fos €8 la funciéon que a cada punto a € A, donde exista %(a), le asigna dicho

valor.

Derivadas sucesivas. Definicion

La derivada parcial segunda respecto de z; y z; de una funcién f, denotada por

2

B%fﬁj 0 Dy, [ es la derivada parcial respecto de z; de la funciéon %fj, es decir,
af (of

8@ 6xj )

De forma andloga de definen las derivadas parciales de orden superios. Por

: o : 0P
ejemplo, 92:92,0%; es la derivada respecto de xj de la funcion T,

Igualdad de derivadas cruzadas. Teorema de Schwarz
Sea f: ACIR2 — Ry a=(z,y) €A. Sise verifica:

i) Existen %, % en un entorno de (zg, yo)-

2
ii) Existen aaTgy en un entorno de (g, yo) y es continua en (xq, yo).

2 2 2
Entonces existe a(z 8}; y 86;8];; = 8(23 gy'

Observaciones:

a) El teorema es valido para funciones de n variables (z1, ..., x,) escogiendo dos

de ellas z;, z;.
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b) El teorema es valido para derivadas de érdenes mayores.

c¢) Si el vector v no es unitario se puede hablar de derivada en la direccién de v
refiriendose a D v .
v
d) Una funcién puede tener derivadas direccionales o parciales o ambas y no ser

continua en el punto.

Vector gradiente. Definicién

Dada f : A C IR®™ — IR con derivadas paraciales en un punto a € ;1, se de-
nomina vector gradiente de f en a y se denota por gradf(a), Vf(a), al vector

que tiene por componentes las derivadas parciales de f en a, es decir, Vf(a) =

(aagl(a), %(a), o gl{;(a))

Observaciones:

i) El gradiente se puede considerar como un operador lineal en el sentido siguien-

te:

Dadas f,g : IR® — IR, con derivadas parciales en un punto a y dados A,

p € IR, entonces V(A f + ug)(a) = AV f(a) + uVg(a).

ii) Si f: IR™ — IR es diferenciable en a entonces para cualquier direccién v la
derivada direccional respecto de v existe y verifica que Dy f(a) = Vf(a) e v,

donde e denota el producto escalar.

Nota: Dada f : R" — IR™, si f es continua en a € A y las funciones %(x)
J
son continuasenaparat=1,...,my j = 1,... n, entonces f es diferenciable

en a.
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Interpretacion geométrica del vector gradiente

i) La derivada direccional es méxima en la direccién del vector gradiente V f(a)
siendo su valor |V f(a)|, minima en el sentido opuesto —V f(a) y nula en la

direccién de todo vector v perpendicular a V f(a).

ii) Dada f : IR*> — IR, el vector gradiente de de f en a, tal que V f(a) # 0 es un
vector perpendicular a la curva de nivel de la superficie z = f(z,y) que pasa
por el punto a. (En el caso de f : IR® — IR sera perpendicular a la superficie

de nivel correspondiente).
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Ejercicios

1. Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de

2 2

L flay) = Tt 4. flz,y) = (2 + )
2. flz,y,2) = 43:—1—31/—1—2 5. flw,y) = et

3. flz,y,2) =2z — y* + 2* 6. f(z) = xcosy — ycosx

2. Calcular la derivada direccional de

) segun la direcciéon de

N[N}

a) f(r,y) = 4 — 2® — y? en el punto P = (;’I,
v— (1 1).
V3V
b) f(z,y) = e~ (@*+v%) en el punto (1,0) segin la direccién del vector (1,1).
¢) f(x,y) = 322 — 2y* en (—1,3) en la direccién que va desde el punto

P(—1,3) a Q(1,-2).

d) f(z,y) = 2% + 3zy* en el punto (1,2) en la direccién que apunta hacia el

origen.

e) flz,y) =

x.

#yz en el punto (2,3) segun la direccién definida por y =

(\C[SV]

3. Determinar, si es posible, un vector unitario v de modo que la derivada dire-

ccional de la funcién f(z,y,z) = 1= %Y enel punto (1,1,1) y en la direccién

Z
de v sea /2.

2
4. Encontrar la pendiente de la superficie dada por f(z,y) = % —y? + % en

el punto (%, %) en las direcciones z e y.

5. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva que se obtiene de la inter-

seccién del paraboloide z = 4 — 22 — y? y el plano y = 1, cuando = = %
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6. Un depdsito de forma de cilindro recto tiene 2 metros de radio por 3 de altura,
para ver como se mejora la capacidad, se quiere conocer la tasa de cambio de

su volumen respecto del radio y respecto de su altura.

7. La temperatura medida en grados sobre la superficie de una placa metélica
estd dada por la funcién T'(z,y) = 20 — 42? — 3* donde z e y se miden en
centimetros, si nos situamos en el punto (2, —3), jen qué direccién crece méas

rapidamente la temperatura?, jcudl es su tasa de crecimiento?.

8. La altura h de una montana con respecto al nivel del mar viene dada por la
expresiéon h(z,y) = 1000 — 0.01z% — 0.05y%, donde z representa la direccién
Este e y la direccién Norte. Un montanero estd en el punto de la montana de

coordenadas (z,y) = (200, 100).
a) Analizar si el montanero asciende o desciende cuando camina en las di-
recciones Norte, Noreste y Sur, respectivamente.
b) Hallar las direcciones de ascenso y descenso mas rapido.

c¢) Hallar la direccién para la cual no cambia de altura.



